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Teoria ruiny w ubezpieczeniach oraz poréwnanie
metod aproksymacji prawdopodobienstwa ruiny
w nieskonczonym horyzoncie czasowym

Streszczenie

Artykut przedstawia podstawy teoretyczne teorii ruiny oraz opis klasycznego modelu procesu
nadwyzki. Przedstawiono analityczne obliczenia prawdopodobienstwa ruiny w szczegélnych
przypadkach rozktadu wysokosci pojedynczej szkody (wyktadniczy, gamma, mieszanina roz-
ktadéw wyktadniczych). Gtéwnga czescig pracy jest analiza dostepnych metod aproksymacji
prawdopodobienstwa ruiny w horyzoncie nieskonczonym w modelu z czasem ciaggtym. Jako$¢
aproksymacji jest badana poprzez poréwnanie oszacowanego prawdopodobienstwa ruiny
z prawdopodobienstwem wyznaczonym analitycznie (tam, gdzie to mozliwe) lub przyblizo-
nym numerycznie za pomoca formuty Pollaczka-Chinczyna. Btedy aproksymacji (w ujeciu bez-
wzglednym i wzglednym) przedstawiono dla wybranych rozktadéw lekkoogonowych (mie-
szanina rozktadéw wyktadniczych, rozktad gamma) i rozktadéw gruboogonowych (Pareto,
lognormalny, Weibulla i Burra). Celem pracy jest ocena mozliwosci wykorzystania metod
aproksymacji prawdopodobienstwa ruiny w dziatalnos$ci zaktadéw ubezpieczen, z uwzgled-
nieniem takich obszaréw, jak taryfikacja czy wyptacalno$¢ zaktadéw ubezpieczen, zwtasz-
cza w kontekscie rezimu Wyptacalnos¢ II. Przeprowadzone analizy pozwalaja zauwazy¢, ze
w wiekszosci przypadkow wyniki aproksymacji mozna uzna¢ za do$¢ satysfakcjonujace (btad
wzgledny nieprzekraczajacy 5%), przy czym najmniejsze btedy uzyskano dla aproksymacji
Cramera-Lundberga i de Vyldera w przypadku rozktadéw lekkoogonowych oraz dla aproksy-
macji Beekmana-Bowersa i de Vyldera w przypadku rozktadéw gruboogonowych. Jakos$¢ do-
pasowania, mierzona btedem wzglednym, generalnie maleje wraz ze spadkiem zaktadanego
prawdopodobienstwa ruiny, szczegélnie dla rozktadéw gruboogonowych.
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Ruin theory in insurance and the comparison of methods
for approximation of the ruin probability in infinite time horizon

Abstract

The article presents theoretical background of ruin theory and the description of the clas-
sical model for the insurer’s surplus. Analytical calculation of the ruin probability are pre-
sented for special cases of the single loss distribution (exponential, gamma and mixture of
exponential distributions). The main focus is on the analysis of available methods for ap-
proximation of the ruin probability in infinite horizon in continuous-time model. The qu-
ality of approximation is tested by comparing the approximated ruin probability with the
probability determined analytically (if possible) or estimated numerically with use of Polla-
czek-Khinchin formula. The approximation errors (in both absolute and relative terms) are
shown for selected light-tailed distributions (mixture of exponential distributions, gamma)
and heavy-tailed distributions (Pareto, lognormal, Weibull and Burr). The goal of the article
is the assessment of the possibilities to use the approximation methods for ruin probability
by insurance companies, including areas such as pricing or solvency, especially in the context
of Solvency Il regime. The analyses performed show that in most cases approximation results
are quite satisfying (relative error not exceeding 5%) and the lowest errors are observed for
Cramer-Lundberg and de Vylder approximations in case of light-tailed distributions and
for Beekman-Bowers and de Vylder approximations in case of heavy-tailed distributions. The
approximation quality in general deteriorates in line with the decreasing assumed ruin pro-
bability, especially for heavy-tailed distributions.

Key words: ruin theory, surplus process, ruin probability, approximation, light-tailed distri-
butions, heavy-tailed distributions

JEL Codes: C13, C46, G22

Wstep

Dziatalno$¢ instytucji finansowych, takich jak zaktady ubezpieczen czy banki, wia-
ze sie nieodzownie z ryzykiem, ktére moze przybiera¢ rézne formy. W przypadku
banku jest to gtéwnie ryzyko finansowe i kredytowe, w przypadku zaktadu ubez-
pieczen istotng role odgrywa ryzyko ubezpieczeniowe, zwigzane z przebiegiem
szkodowosci wsrdd ubezpieczonych. Kluczowa w zarzadzaniu zaktadem ubezpie-
czen jest kwantyfikacja ryzyka i utrzymywanie go na odpowiednim poziomie, zgod-
nym z tzw. apetytem na ryzyko. Realizacja ryzyka ubezpieczeniowego moze nie$¢
ze sobg powazne konsekwencje, prowadzac nawet do bankructwa zaktadu. Z tego
powodu organy nadzoru w wielu krajach wydaja wiele regulacji, jakie maja na celu
minimalizacje ryzyka upadto$ci, w tym konieczno$¢ naliczania tzw. wymogdéw wy-
ptacalnosci. W Unii Europejskiej kwestie wyptacalnosci reguluje dyrektywa unijna
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Wyptacalnos¢ 11, ktdra weszta w zycie 1 stycznia 2016 roku. Zgodnie z tg dyrek-
tywa zaktady musza obliczy¢ Kapitatowy Wymdg Wyptacalnosci (SCR - Solvency
Capital Requirement) oraz Minimalny Wymog Kapitatowy (MCR - Minimum Capital
Requirement). Wysoko$¢ SCR odpowiada wartosci narazonej na ryzyko podstawo-
wych $rodkéw wiasnych zaktadu ubezpieczen na poziomie ufnosci 99,5% w ciggu
jednego roku, a liczona jest z uwzglednieniem sze$ciu modutéw ryzyka (rynkowe,
niewykonania zobowigzania przez kontrahenta, w ubezpieczeniach zdrowotnych,
w ubezpieczeniach na zycie, w ubezpieczeniach innych niz na zycie, wartos$ci nie-
materialnych i prawnych), ryzyka operacyjnego oraz korekty z tytutu zdolnosci
rezerw techniczno-ubezpieczeniowych i odroczonych podatkéw dochodowych do
pokrywania strat.

Oprocz kalkulacji wymogu wyptacalnosci w celu spelnienia wymagan regulacyj-
nych, zaktady ubezpieczen postuguja sie réwniez innymi miarami, ktére moga po-
moc w zarzadzaniu ryzykiem. Jedna z takich miar jest prawdopodobienstwo ruiny,
ktére moze by¢ obliczane dla konkretnego portfela uméw ubezpieczenia i mowi
o tym, ile wynosi prawdopodobienistwo, ze w okreslonym horyzoncie czasu (skon-
czonym lub nieskonczonym) taczna warto$¢ szkéd przekroczy tgczng wartosé
sktadek powiekszong o tzw. nadwyzke poczatkows, czyli dojdzie do ruiny zakta-
du ubezpieczen. Teoria ruiny dostarcza przydatnych narzedzi matematycznych do
kwantyfikacji ryzyka, na jakie narazony jest zaktad. W wielu przypadkach doktad-
ne obliczenie prawdopodobienistwa ruiny jest jednak trudne lub wrecz niemozli-
we i konieczne sg aproksymacje. Ocena mozliwos$ci wykorzystania réznych metod
aproksymacji jest gtéwnym celem niniejszego artykutu. Podzielony jest on na dwie
czesci: w pierwszej przedstawiono wprowadzenie do teorii ruiny, jej wybrane wta-
snoéci, a takze ograniczenia i trudnos$ci. Finalnie wyprowadzono tzw. model kla-
syczny wraz z jego aplikacja dla kilku rozktadéw prawdopodobienstwa wysokosci
szkdd z jawnymi analitycznymi wzorami. W drugiej cze$ci dokonano przegladu
wybranych metod aproksymacji w modelu z ciggta kontrolg wyptacalno$ci w nie-
skonficzonym horyzoncie czasowym oraz ich empirycznych rezultatéw na wybra-
nych przyktadach. W podsumowaniu dokonano oceny mozliwo$ci wykorzystania
teorii ruiny oraz metod aproksymacji prawdopodobienstwa ruiny w dziatalnosci
zaktadow ubezpieczen, z uwzglednieniem taryfikacji, zarzadzania ryzykiem oraz
kontekstu wymogéw rezimu Wyptacalnos$¢ I1.

1. Teoria ruiny - zagadnienia ogdlne
1.1. Podstawowe pojecia. Model ciggty nadwyzki ubezpieczyciela

W literaturze teoria ruiny (ruin theory) jest podstawowym narzedziem stuzacym
systematycznemu monitorowaniu dtugookresowej dziatalnosci zaktadu ubezpie-
czen. Jej analize nalezy rozpocza¢ od zdefiniowania poje¢ stanowigcych podstawe
dalszych rozwazan. Teoria koncepcyjnie koncentruje swoja uwage na fakcie, ze
zaktady ubezpieczen w podstawowym zakresie swojej dziatalnos$ci doswiadczaja
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przeptywow pienieznych w dwdéch kierunkach. Wptywami sg dochody z zebranych
sktadek (premiums), z kolei Zrodtem kosztow sg wysokosci wyptacanych odszkodo-
wan i $wiadczen (claims). Pomijana jest aktywnos¢ zaktadéw ubezpieczeniowych
na wszelkich innych ptaszczyznach (np. inwestycyjnej, lokacyjnej), jak i inne zrodta
kosztow (administracyjne, akwizycji, pozostate operacyjne itd.). R6znica miedzy
zebranymi sktadkami, a wyptaconymi odszkodowaniami w danej jednostce czasu
nazywana jest nadwyzka (surplus) - ujemna nadwyzke rozumiemy jako deficyt.
Zaktadamy ponadto, ze zaktad ubezpieczen dysponuje na starcie pewnym kapita-
tem poczatkowym (initial surplus), umozliwiajacym rozpoczecie Swiadczenia ustug.
W tak zdefiniowanym modelu koncentrujemy sie wytgcznie na przeptywach zwia-
zanych z dziatalnos$cia techniczng, skupiajac swojg uwage na wystepowaniu efektu
dywersyfikacji® ryzyk w wymiarze czasowym. Matematyczna reprezentacjg powyz-
szego opisu jest dlugoterminowy proces nadwyzki (wysokos¢ srodkéw wtasnych)
zaktadu ubezpieczen, bedacy nastepujaca funkcjg czasu:

U() = u +ct - S(t), 1)

w ktorym:

t> 0 - zmienna wyrazajaca kolejne jednostki czasu,

u >0 - kapitat poczatkowy zaktadu ubezpieczen w chwili ¢ = 0,

¢ >0 - sktadka zebrana za jednostkowy okres czasu,

U(t) - warto$¢ procesu w chwili ¢,

S(e) = va:(? Yi - faczna wartos¢ odszkodowan za szkody zaistniate w okresie (0, t),
Y, - wartos$¢ wyptaty odszkodowania z pojedynczej szkody,

N(t) - liczba szkéd zaistniata w okresie (0, £).

W modelu zaktadamy, ze wszystkie szkody Y; pochodzg z tego samego rozktadu
prawdopodobienistwa oraz s3g miedzy sobg wzajemnie niezalezne. Z kolei proces
pojawiania sie szkdd N(t) jest niezalezny od ich wysoko$ci, zalezy natomiast od licz-
by ubezpieczanych ryzyk. Nalezy zauwazy¢, ze model cechuje sie podwdjna losowo-
$cia, tzn. mamy do czynienia z losowq liczbg szkéd: N(t) - o losowych wysokosciach
odszkodowania: Y.

Ruine ubezpieczyciela (zdarzenie polegajace na utracie wyptacalnosci) definiuje sie
jako pierwszy moment czasu, w ktérym zaprezentowany w rownaniu (1) proces
nadwyzki przyjmuje warto$¢ mniejsza od zera (Otto 2008):

T:=inf(t>0: U(t) < 0). (2)

1 Efekt dywersyfikacji to jedno z kluczowych poje¢ w branzy ubezpieczeniowej. Za definicjg ustawows,
jest to: ,ograniczenie ekspozycji na ryzyko zaktadéw ubezpieczen i zaktadéw reasekuracji oraz grup
zwiazane z dywersyfikacja ich dziatalnosci, wynikajace z faktu, ze strata z tytutu realizacji jednego
rodzaju ryzyka moze zosta¢ skompensowana brakiem realizacji lub niepeina realizacja innego
rodzaju ryzyka, w przypadku gdy ryzyka te nie sa w petni skorelowane”; W teorii ruiny efekt dywer-
syfikacji mozna rozumie¢ jako zdolnos¢ do kompensacji w przysztych okresach strat poniesionych
w jednym z okreséw sprawozdawczych.
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Woéwczas przy skonczonym t méwimy o prawdopodobienstwie ruiny w skon-
czonym horyzoncie czasowym (konkretnie na odcinku czasowym dtugosci (0, t)),
definiujac je nastepujaco (Otto 2008):

Y(u,t) = P(T <t). (3)

Z kolei przy czasie zbiegajacym do nieskonczonos$ci méwimy o prawdopodobien-
stwie ruiny w nieskonczonym horyzoncie czasowym, zdefiniowanym ponizej
(Otto 2008):

() = limp(u,t) = P(T < o0), @

Przedstawione wzory prezentujg tak zwany model ciagly nadwyzki ubezpie-
czyciela, ktory zaktada, ze ubezpieczyciel poddawany jest kontroli wyptacalnosci
w kazdej chwili trwania procesu, a ruine zaktadu jednoznacznie wyznacza pierwszy
moment, w ktérym warto$¢ procesu spadnie ponizej zera. Na rysunku 1 przedsta-
wiono przyktadowy przebieg procesu nadwyzki w modelu z ciggta kontrolg wypta-
calnosci.

Rysunek 1. Przykladowy przebieg procesu nadwyzki ubezpieczyciela U(t)
w modelu z ciagla kontrola wyptacalnosci

20-

time

Zrédto: opracowanie wiasne.

0s odcietych reprezentuje uptyw czasu, za$ o$ rzednych kapitat poczatkowy. W pre-
zentowanym przyktadzie proces rozpoczyna sie z nadwyzka poczatkowa u = 10.
Warto zauwazy¢ stalg intensywno$¢ naptywania sktadek, co na wykresie przedsta-
wia staty kat nachylenia funkcji w przedziatach, gdy jest ona rosnaca (pomiedzy
poszczegolnymi szkodami). Skokowy spadek wartosci funkcji prezentuje momenty
wyptaty poszczegélnych szkdd. Chwila T = 38 (czas w tym modelu jest zmienng
ciagla o nieskonczonej podzielnosci) jest momentem ruiny, gdyz nastepuje w niej
pierwszy spadek ponizej zera. Samo zaistnienie ruiny nie musi oznacza¢ automa-
tycznie bankructwa zaktadu ubezpieczen. Ruina odzwierciedla jedynie ujemny wy-
nik na czystej dziatalnosci technicznej, z pominieciem wszelkich innych aktywnosci
ekonomicznych zaktadu ubezpieczen (kosztow i zyskow).
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1.2. Model klasyczny. Wspo6tczynnik dopasowania. Nier6wnos$¢ Lundberga

Model klasyczny w teorii ruiny konstytuowany jest przez dalsze zatozenie o wy-
ktadniczym rozktadzie odstepow czasu pomiedzy kolejnymi szkodami. Wychodzac
z tego zatozZenia, da sie udowodni¢, ze liczba szk6éd w jednostce czasu opisana jest
rozktadem Poissona. Wéwczas proces pojawiania sie szkdd N(t) speinia zatozenia
procesu Poissona (o niezaleznych i stacjonarnych przyrostach), a sktadnik S(t)
wystepujacy w rownaniu (1), reprezentujacy taczng wartos¢ odszkodowan w za-
danym okresie, dany jest zlozonym rozktadem Poissona o parametrach (At, F)),
tj.: S(t) = Z;VL?Y,- ~ CPoisson(At, F,), gdzie F, to dystrybuanta rozktadu wartosci po-
jedynczej szkody (Niemiro 2013). W mocy niezmiennie pozostajq zatozenia o wza-
jemnej niezaleznosci wysoko$ci poszczego6lnych szkéd Y; oraz ich niezaleznosci od

zmiennej N(t).

Modyfikujac forme zapisu klasycznego procesu nadwyzki ubezpieczyciela, mozna
wysnu¢ elementarne wnioski odnos$nie do sktadki w modelu klasycznym. Pierw-
szym krokiem jest podziat procesu na poszczegdlne odcinki do momentu wystgpie-
nia kolejnej z k szkod:

UT) =u+ (W —=Y) + (W, =Y,) + -+ (W, = Yp), (5)
gdzie:

W,=T,~-T,_, ~Exp(A) - odstep czasu pomiedzy kolejnymi szkodami dany jest roz-
ktadem wyktadniczym,

1
E(Wk) =31
T,=0,
E(Y,)=p.

Woweczas proces reprezentowany jest przez: niezmieniong nadwyzke poczatkows (u),
za$ kazdy z cztonéw (cW, - Y,) przedstawia nadwyzke miedzy sktadkq uzyskanq od
momentu k-1 szkody, do momentu wystgpienia kolejnej, k-tej szkody, a wysokosciq
k-tej szkody. Dodatkowo wiemy, Ze wszystkie szkody maja jednakowy rozktad. Za-
tem warto$¢ oczekiwana nadwyzki sktadki nad pojedynczq szkodq wynosi:

E(cWi = %) = cEW) = E(%) = cEW) = E(Y) = = — . (6)

Mozna zauwazy¢, ze jesli nadwyzka ta jest ujemna (zebrane sktadki sa nizsze niz
oczekiwana warto$¢ odszkodowan), ruina zachodzi z prawdopodobienstwem réw-
nym 1 - wynika to z mocnego prawa wielkich liczb (Szekli 2012).

n
Jezeli E(cW,, —Y,) <0, to P (lim Z(ch -Y) = —oo> =1. (7)
=}
Warunek ten formalnie determinuje zatem intuicyjnie oczywista wtasno$¢, jaka
musi spetnia¢ sktadka — musi ona przewyzsza¢ oczekiwang warto$¢ wyptaconych
odszkodowan.
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c> U (8)

Czesto sktadke zapisuje sie rOwniez z zastosowaniem dodatkowego czynnika repre-
zentujacego tzw. wspodtczynnik bezpieczenstwa (safety loading). Wowczas sktadke
wyznacza sie jako oczekiwang wyptate odszkodowan przeskalowana przez wspo-
mniany wspotczynnik bezpieczenstwa 6 > 0.

c=(1+6)ur 6>0. 9

Dodatni znak wspotczynnika 6 jest warunkiem koniecznym do unikniecia ruiny.
W praktyce zaktadom ubezpieczen zalezy na tym, by prawdopodobienistwo ruiny
byto niskie i oscylowato w (tolerowanych) granicach zera.

Dla wyznaczenia prawdopodobienstwa ruiny i/lub jego aproksymacji zasadnicze
znaczenie ma tzw. wspotczynnik dopasowania (adjustment coefficient). Poprzez
wprowadzenie wspoétczynnika bezpieczenstwa mozemy zdefiniowa¢ wspotczynnik
dopasowania jako dodatni pierwiastek rownania (Kaas et al. 2009):

1+ +0)u-r=M/(r), (10)
gdzie M, (r) - funkcja generujgca momenty rozktadu szkéd (dalej w skrocie: FGM).

Wspotczynnik wymusza istnienie funkcji generujacej momenty rozktadu szkody
oraz powiela zatozenie o sktadce przewyzszajacej warto$¢ oczekiwana wysokosci
szkody (w przeciwnym razie nie istnieje dodatnie rozwigzanie réwnania). Przy tych
zatozeniach wiemy, ze wspétczynnik dopasowania jest jednoznacznie okreslony, co
znajduje swojg elegancka, graficzng interpretacje (rysunek 2). Lewa strona réwna-
nia (10) jest funkcja liniowa zmiennej r ze wspoétczynnikiem kierunkowym (1 + 6)u
i wyrazem wolnym 1. Z kolei prawa strona nier6wnosci - M,(r) jest funkcja wypukta
na przedziale (0, ) - warunkuje to znak drugiej pochodnej - M'/(r) = E(X?¢™) > 0.
Ponadto pierwsza pochodna FGM w zerze jest mniejsza od wspo6tczynnika kierun-
kowego lewej strony réwnosci, M,(0) < (1 + 8)u. Oznacza to, ze wykresy obu stron
réwnosci musza przeciac sie doktadnie w jednym punkcie na pétosi dodatniej, jed-
noznacznie wyznaczajac wspoétczynnik dopasowania.

Rysunek 2. Jednoznacznos¢ istnienia wspoétczynnika dopasowania

Zrédto: Kaas et al. 2009, s. 92.
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Dysponujac wspétczynnikiem R, mozemy ostatecznie poda¢ wzoér na prawdopodo-
bienstwo ruiny w modelu klasycznym (Grandell 1991):

e—Ru

,u=0.
E(e RUMD|T < o)

Y= (11)

Niestety jego praktyczne wykorzystanie bywa problematyczne. Szczegélnych trud-
nosci nastrecza mianownik prawej strony réwnania, w ktérym nalezy obliczy¢ wa-
runkowg warto$¢ oczekiwang pewnej funkcji nadwyzki procesu pod warunkiem, ze
do ruiny faktycznie dojdzie. W istocie jest to funkcja generujaca momenty rozktadu
wysokosci deficytu w momencie zajscia szkody, ktory explicite nie jest znany. Obli-
czenie tego wyrazenia w ogoélnosci jest trudne, czesto wymaga rozwigzywania row-
nan rézniczkowo-catkowych lub wykorzystania transformaty Laplace’a (Shortle et
al. 2003). Wobec tego powszechng praktyka jest stosowanie rozsadnych aproksy-
macji/ograniczen. Nierownos$¢ Lundberga jest jednym z najbardziej popularnych
i narzucajacych sie oszacowan gérnych prawdopodobienstwa ruiny. Jej prawdzi-
wo$¢ mozna uzasadni¢ bardzo prostg obserwacja: jesli do ruiny dojdzie, to z defini-
cji proces nadwyzki osigga woéwczas warto$¢ ujemng (w przeciwnym razie nie ma
zjawiska ruiny). Wobec tego warto$¢ wyrazenia z mianownika wzoru na prawdopo-
dobienstwo ruiny jest wieksza lub réowna 1:

E(e VDT < 00) > 1, (12)
co prowadzi do wniosku:
Y () < e (13)

Jest to wiec w istocie rzeczy pominiecie mianownika réwnania (przyjecie dla nie-
go skrajnej warto$ci réwnej 1), ktéry musi by¢ wiekszy lub réwny 1. Oczywistym
jest, ze w praktyce takie oszacowanie moze prowadzi¢ do istotnego przeszacowania
prawdopodobienstwa ruiny, jesli rzeczywista warto$¢ mianownika jest zauwazal-
nie wieksza od jednoSci.

1.3. Model klasyczny z rozktadami wysokosci szkod:
wyktadniczy, n-wyktadniczy, gamma

Model klasyczny narzuca $ciste zatozenia zwigzane z czasem pojawiania sie szkod.
Swobodny pozostaje natomiast sam rozktad wysokosci szkody. Ze wzoréw doty-
czacych wspoétczynnika dopasowania wiemy, ze aby on istniat, momenty rozktadu
powinny by¢ skonczone, tzn. FGM musi by¢ okreslona. O ile w ogélnym przypad-
ku zaaplikowanie doktadnego wzoru jest trudne, o tyle w przypadku konkretnych
rozktadéw (np. dwupunktowy, wyktadniczy, gamma) mozna uzyska¢ doktadne
analityczne wzory na prawdopodobienstwo ruiny. W dalszej czesci artykutu przed-
stawiono tabelaryczne poréwnanie, jak modyfikowanie poszczegélnych parame-
tréw wejsciowych (tj. parametru(éw) rozktadu(éw) szkody, wspoétczynnika bez-
pieczenstwa oraz kapitatu poczatkowego) wptywa na prawdopodobienstwo ruiny
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dla trzech lekkoogonowych rozktadéw?: wyktadniczego, mieszaniny rozktadéw
wyktadniczych oraz gamma.

Przyjmujac, ze wysokos¢ pojedynczej szkody ma rozktad wyktadniczy, mozemy
skorzystac z jego wtasnosci tzw. ,braku pamieci”, ktéra sprawia, ze rozktad deficy-
tu w momencie ruiny réwniez jest wyktadniczy (Otto 2008). Wéwczas mianownik
wzoru (11) mozna zapisa¢ jako funkcje tworzaca momenty rozktadu wyktadni-
czego, a nastepnie uprosci¢ wzér na prawdopodobienistwo ruiny. Dalej, obliczajac
wspotczynnik dopasowania dla rozktadu wyktadniczego, otrzymujemy jawny wzoér
na prawdopodobienistwo ruiny w modelu klasycznym w nieskoniczonym horyzon-
cie czasowym z wyktadniczym rozktadem szkody o parametrze f (Otto 2008):

1

¥ @ = e

66 u). (14)

1+6

Dla powyzszego zestawu zatozen parametrami wptywajacymi na prawdopodobien-
stwo ruiny s3 u, 6 oraz f3, czyli odpowiednio kapitat poczatkowy, narzut bezpieczen-
stwa oraz parametr rozktadu wyktadniczego. W tabeli 1 przedstawiono prawdopo-
dobienstwa ruiny dla przyktadowych warto$ci powyzszych zmiennych.

Tabela 1. Prawdopodobienstwa ruiny ze wzgledu na kapital poczatkowy i wspoétczynnik bezpie-
czenstwa dla rozkladu wykladniczego z parametrem = 0,001

u=0 u=1000 | u=5000 u=10000  u=25000  u=50000 u=100000
=u =5u =10u =25u =50u =100u
6=0,05|0,9524 | 0,9081 0,7506 0,5916 0,2896 0,0881 0,0081
6=0,10|0,9091 | 0,8301 0,5770 0,3663 0,0937 0,0097 1,02-10™*
6=0,15|0,8696 | 0,7632 0,4530 0,2360 0,0334 0,0013 1,88-10°°
6=0,20|0,8333 | 0,7054 0,3622 0,1574 0,0129 2-107* 4,81-10°8
6=0,25|0,8000 | 0,6550 0,2943 0,1083 0,0054 3,63-10° | 1,65-107°
6=0,30|0,7692 | 0,6107 0,2426 0,0765 0,0024 7,5-10"% | 7,31-1071!

Zrédto: opracowanie wtasne.

Dla rozktadu wyktadniczego o parametrze = 0,001, a wiec wartosSci oczekiwanej
wysokosci przecietnej szkody rownej 1000, w uszeregowaniu kolumnowym moz-
na zaobserwowac, jak zwiekszanie kapitatu poczatkowego wptywa na obnizanie
prawdopodobienstwa ruiny. Przyktadowo, dla wartosci 6 = 0,10 kapitat poczatko-
wy w wysokosSci warto$ci oczekiwanej szkody daje ruine z prawdopodobienstwem

2 Rozklad F, (x) jest rozktadem lekkoogonowym, jezeli istniejg dodatnie state a i b takie, ze dla kazdego
x 2 0 zachodzi: 1 - F(x) < ae™™, Rozktady z ciezkimi ogonami sa to rozktady, ktérych ogony nie sa
ograniczone wyktadniczo, tzn. majg grubsze ogony niz rozktad wyktadniczy (Rolski 2010).
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ok. 83%. Posiadanie odpowiednio: 5, 10, 25, 50-krotnosci kapitatu startowego
w relacji do wartos$ci oczekiwanej wysokosci szkody sukcesywnie obniza ryzyko
ruiny do wartosci ponizej 1%. Wierszowo mozna przesledzi¢ ten efekt (dla usta-
lonego kapitatu poczatkowego) w odniesieniu do narzutu bezpieczenstwa (marzy
zaktadu ubezpieczen). Oczywiste jest, Ze podnoszenie wspoétczynnika bezpieczen-
stwa zmniejsza ryzyko ruiny poprzez zwiekszong intensywnos¢ naptywu sktadek,
tj. wyzszy kat nachylenia procesu na wykresie pomiedzy kolejnymi szkodami, na
odcinkach wzrostowych.

Dla mieszaniny dwdch rozktadéw wyktadniczych z parametrami «, f i odpowiednio

wagami g, 1 - ¢ mozna uzyska¢ jawny wzor analityczny przy uzyciu transformaty
Laplace’a (Burnecki, Mista, Weron 2005a).

1
Y = m{@ —1)eY + (r, — p)e W}, gdzie:
o+ 0(a+ )~ [{p+6(a + B — 4apo(l + O)]2
n= 21+ 06) ’
Cp+ 0(a+B)+[lp+0(a+ B - 4apo(l + )]z
2= 2(1+0)

qa™?

Prqa+(1-qp

p=a(l—p)+pp. (15)

Tabela 2. Prawdopodobienstwa ruiny ze wzgledu na kapital poczatkowy
i wspoétczynnik bezpieczenstwa dla mieszaniny rozktadoéw wykladniczych
z parametrami a = 0,001, = 0,000001 oraz wagami: 0,75; 0,25

u=10% u=10° u=10° u=107 u=108
6=0,05 0,9518 0,9477 0,9078 0,5907 0,0080
6=0,10 0,9080 0,9006 0,8297 0,3653 9,91-107°
6=0,15 0,8681 0,8579 0,7627 0,2351 1,82-10°°
6=0,20 0,8315 0,8191 0,7048 0,1567 4,62-1078
6=0,25 0,7979 0,7836 0,6543 0,1077 1,57-107°
6=0,30 0,7669 0,7511 0,6070 0,0761 6,93 -10°11

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Parametry rozktadow wyktadniczych uzytych w tabeli 2 zostaly wybrane w powy?z-
szym przyktadzie w sposob arbitralny. Mieszanina rozktadéw wyktadniczych po-
zwala na znacznie wieksza elastycznos¢ w kreowaniu rozktadéw, wymaga jednak
szacowania wiekszej liczby parametréw (w przypadku dwuwymiarowym bedg to
dwa parametry rozktadow oraz ich wagi). Dla mieszaniny n > 2 rozktadéw wyktad-
niczych rowniez mozna przedstawi¢ doktadne analityczne wzory na prawdopodo-
bienstwo ruiny (w ogélnosci jest to wykonalne dla rozktadéw typu fazowego). Nie
beda one tutaj jednak dalej przedstawiane ze wzgledu na postepujaca ztozonos¢
wzordow oraz relatywnie niewielkie praktyczne zastosowanie ze wzgledu na rosna-
ca liczbe parametrow.

Grandell i Segerdahl udowodnili, ze dla szkéd z rozktadu gamma z parametrami
a < 11 $rednig rowng 1 jawny wzoér na prawdopodobienstwo ruiny przyjmuje na-
stepujaca postac (Grandell, Segerdahl 1971):

o (1 - g) exp (—[);Ru) N a8 sin(am)

Yu) = -1, gdzie:
1+(1+9)R—(1+9)(1—§) n
I 3 x%exp{—(x + 1)Bu} i
B of [x*{1+ a1+ 60)(x + 1)} — cos(am)]? + sin?(ar) x (16)

Powyzsza catka obliczana jest w sposéb numeryczny. Ponadto z wiasnosci rozktadu
gamma jesteSmy w stanie dostosowa¢ wzdr dla dowolnej sSredniej, a wiec zliberali-
zowac zatozenie rdwnosci obu parametréow (Burnecki, Mista, Weron 2005a):

Uy (W) = Yy /i), Wep W) = Ygaa (Bu/a). (17)

Modyfikacje obu parametréw pozwalaja na uzyskanie catej gamy rozktadéw o réz-
nych ksztattach i warto$ciach oczekiwanych. Ponizej zaprezentowano prawdopo-
dobienstwa ruiny dla przyktadowych wartosci:

Warto$ci parametrow w tabeli 3 zostaty dobrane tak, by warto$¢ oczekiwana wyso-
kosci szkody wynosita 1000 - w ten sposéb mozna je poréwnac z samym rozktadem
wyktadniczym przedstawionym w tabeli 1. Oczywistym faktem wynikajacym z de-
finicji wartosci oczekiwanej w rozktadzie gamma jest obserwacja, ze jednoczesne
zwiekszanie parametru a oraz zmniejszanie parametru 8 bedzie prowadzi¢ do ge-
nerowania mozliwie wysokich szkdd osiggalnych w tej klasie rozktadéw. W tabeli 4
pokazano przyktad liczbowy przedstawiajacy graniczny przypadek dla parametru
ksztattu a = 1, dla parametru skali # = 107 - co daje warto$¢ oczekiwang wysokosci
szkody réwng 1 000 000.
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Tabela 3. Prawdopodobienstwa ruiny ze wzgledu na kapitat poczatkowy
i wspétczynnik bezpieczenstwa dla rozkladu gamma z parametrami a = 0,5, = 0,0005

u=0 | u=10% | u=5-103 | u=10* |u=2,5-10* u=5-10* | u=10°
6=0,05 | 09524 | 09191 0,8088 0,6907 0,4301 0,1953 0,0403
6=0,10 | 0,9091 | 0,8495 0,6662 0,4935 0,2008 0,0448 0,0022
6=0,15 | 0,8695 | 0,7890 0,5575 0,3632 0,1006 0,0118 0,00016
6=0,20 | 0,8333 | 0,7361 0,4730 0,2743 0,0536 0,0035 0,00001
6=0,25 | 08000 | 0,6894 0,4062 0,2119 0,0301 0,0012 0,000002
6=030 | 0,7692 | 0,6480 0,3527 0,1669 0,0177 0,0004 <

Zrédto: opracowanie wiasne.

Tabela 4. Prawdopodobienstwa ruiny ze wzgledu na kapitat poczatkowy
i wspolczynnik bezpieczenstwa dla rozkladu gamma z parametrami a = 1, = 107

u=0 u=105 | u=10% | u=5-10°  wu=107 | u=2-107 | u=5-107

6=0,05 | 09524 | 09479 | 0,9081 0,7506 0,5916 0,3674 0,0881

6=0,10 0,9091 0,9009 0,8301 0,5770 0,3663 0,1476 0,00965

6=0,15 0,8695 0,8583 0,7632 0,4530 0,2360 0,0640 0,00127

6=0,20 0,8333 0,8196 0,7054 0,3622 0,1574 0,0297 0,0002

6=0,25 0,8000 0,7842 0,6550 0,2943 0,1083 0,0147 0,00003

6=030 | 07692 | 0,7517 | 0,6107 0,2426 0,0765 0,0076 0,000007

Zrédto: opracowanie wtasne.

2. Porownanie réznych metod aproksymacji

Przeglad wybranych metod aproksymacji zostat przedstawiony w tabeli 5. Poréw-
nanie ich jakosci w nieskonczonym horyzoncie czasowym moze by¢ ktopotliwe ze
wzgledu na brak wiarygodnego punktu odniesienia. Wzory explicite na doktadne
prawdopodobienstwo znane s3 tylko w konkretnych przypadkach, we wszystkich
pozostatych rzetelna ocena wynikoéw danej aproksymacji jest utrudniona, poniewaz
nie znamy rzeczywistych prawdopodobienstw ruiny. Jedng z mozliwosci poradzenia
sobie z tym problemem jest przyjecie bardzo dtugiego horyzontu czasowego T, imito-
wanie w ten sposob nieskoriczonosci i bazowanie na wynikach symulacji Monte Carlo,
jednak wciaz bedzie to rozwigzanie obarczone btedami, ponadto zuzywajace bardzo
duzo mocy obliczeniowej. Inng, lepsza alternatywa jest zastosowanie twierdzenia
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Pollaczka-Chinczyna, ktdre wykorzystuje pojecie straty sumarycznej, umozliwiajgc
numeryczne wyznaczenie prawdopodobienistwa ruiny (Grandell 2000). W dalszej
czesci zaprezentowane zostang wyniki poszczegélnych metod aproksymacji dla roz-
nych rozktadéw wysokosci szkody (w podziale na lekko- oraz gruboogonowe) wraz
z oméwieniem i poréwnaniem na tle metody Pollaczka-Chinczyna. We wszystkich
omawianych przypadkach zastosowano staty wspotczynnik bezpieczenstwa réwny
0,25. Przeglad zastosowanych rozktadow znajduje sie w tabeli 6.

Tabela 5. Przeglad wybranych metod aproksymacji prawdopodobienstwa ruiny

Aproksy- . :
T Wzor Opis
yp macja P
5 & En '.3 Ogoblne zastosowanie,
§ g 2 JU_J e () = Ou — szczegblnie dobre wyniki dla
g s E ‘E MR — (A +60)u ogromnych wartoéci kapitatu
= ©C a2y poczatkowego
tz
QE 5 g 1 Metoda naiwna, rowno$¢ wy-
— - 7 .
) g = PYo(w) = REDN Fu nikéw dla zerowego kapitatu
E 5 N poczatkowego
A=
= 2 L .
° 5 Istnienie trzech pierwszych
& s S momentow zwyktych: p,
-E = E 200 — u@ u®, 4 rozktadu wysoko-
H = Yp(u) =exp| ~1- 4| |$ciszkody, brak oparcia na
‘é = @2+ (§) oun® /| wspétezynniku dopasowa-
N = nia - mozliwo$¢ aplikacji do
@ rozktadéw gruboogonowych
> Istnienie trzech pierwszych
‘§ momentoéw zwyktych:
E o u, u®, u® rozktadu wysoko-
B g 1 (i-F } $ci szkody, brak oparcia na
3 @ Yes(w) = A+t Gammate) (W) wspétczynniku dopasowa-
I M m S S
—% > % i e\, nia molzllwosc aplikacji do
S % g E 3(u@Y’ 200 rozktadow gruboogonowych.
g, §, E I (1+6) ’ - [”(2)+(4 wé?)_u(z))e] Duzy btad w przypadku nie-
g 2 g o istnienia czwartego momen-
©
L2 g tu (cho¢ formalnie nie jest on
= .
g %‘ wymagany do zastosowania
g8 metody)
2]
3 Uproszczona wersja aprok-
?’, =~ 1 200 symacji B-B, istnienie trzech
= g PYr(w) = a+re P {_#(2)(1 n 9)} pierwszych momentow zwy-
= ~ . 2) ,(3)
g ktych: u, u®, u®® rozktadu
wysokosci szkody
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Tabela 5 - cd.
Aproksy- . .
Typ ?nacjay Wzor Opis
Istnienie trzech pierwszych
. _6pu momentéw zwyktych: ,
E Ypy(u) = ﬁe(m), gdzie u®, 43 rozktadu wysoko-
E\ o 3@ 9u@ _2uu®e $ci szkody, brak oparcia na
2 b= u® A= 2u®? 0= 3u@? wspotczynniku dopasowa-
nia - mozliwo$¢ aplikacji do
= rozktadéw gruboogonowych
B
2 0 (1-Bewn (E4)
= b)) = — — R
Z 1+(1+0)R-(1+0)(1-%)
Q
o Aé PPN
3. +—a sin(@m) -1, gdzie
=
5 - NRRDS
5 £ MO TR @,® _ 3402 Istnienie czterech pierw-
S g (e 23 2u@u 3utH?)
= szych momentéw zwyktych:
s £ S~ u2(u®)? —p@u®] ym () 4@ o
o - _ s w, 19, uB), ¥ rozktadu wy-
g 2 ) soko$ci szkody, brak oparcia
E’ g 3™ - 2u@Pp® na wspétczynniku dopasowa-
S g = ene : g e
= g, nia - mozliwos¢ aplikacji do
<< <+ o (u@u® —2(u®)2)2u@Pu® — 3(u®)?) rozktadéw gruboogonowych

q@ =

WDy

x%exp{—(x + 1)fu}

= Df [x2{1+a(1+ 8)(x + 1)} — cos(@m)]? + sin2(am) dx,

oraz
A ih= A
u® - p2 u® — p2

a@=

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie: Grandell 2000; Tura 2015; Burnecki, Mi$ta, Weron 2005a.
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Tabela 6. Przeglad wybranych rozkladéw prawdopodobienstwa

rosz};I; du Rozktad Parametry Funkcja gestosci

Wyktadniczy p>0 fx(x) = Bexp (=Bx)

>

3 " "

S Mieszanina rozkta-

S >0, =1 = B. —B

| dw ayktadmenyeh B Z @ fi (o) Z{alﬁ,exp (=B}

=} i=1 i=1

~

=

[5)

= BY s
Gamma a>0,5>0 fx(x) = T e (=Bx)

i a a

Pareto a>0,8>0 fx(x) —m ﬁ+x)

>

z 1 (Inx — )2

§3 Lognormalny ueR,o>0 fx(x) = Tooox exp _T}

o

o

S Weibulla p>0,0<t<1 fx(x) = prx*~texp (=Bx7)

[C]

atA%x™t

Burra a>0,0>0,7>1 fX(x)=m

7r6dto: Burnecki, Teurle, Wilkowska 2019.

2.1. Rozktady lekkoogonowe - mieszanina rozktadéw wyktadniczych,

rozktad gamma

Tabela 7. Prawdopodobienstwa ruiny ze wzgledu na kapital poczatkowy i metode aproksymacji

dla mieszaniny rozkltadéw wykladniczych z parametrami a =5 - 1071, 4=7,5- 109,

odpowiednio wagami: 0,1; 0,9

u=0 u=10° | u=5-10° | u=10° |u=2-10"° u=5-101

Wynik doktadny 0,8000 0,6313 0,3605 0,1791 0,0442 6,64 -107*
Cramer - Lundberg 0,7257 0,6309 0,3604 0,1791 0,0442 6,64 -107*
Zerowa 0,8000 0,6955 0,3974 0,1974 0,0487 7,32-107*
Wyktadnicza 0,7849 0,6784 0,3788 0,1828 0,0426 5,38-107*
Beekman - Bowers 0,8000 0,6560 0,3540 0,1738 0,0442 8,17 -107*
Renyi 0,8000 0,6859 0,3707 0,1718 0,0369 3,65-107*
(Z_egg]é‘:;) 0,7434 0,6364 0,3604 0,1789 0,0442 6,65-107%

Zrédto: opracowanie wiasne.
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Tabela 8. Blad wzgledny dla danych z tabeli 7 (w %)

u=0 | u=10° | u=5-10° |u=10"° | u=2-10°  u=5-101°

Wynik doktadny 0 0 0 0 0 0
Cramer - Lundberg -9,29 -0,06 -0,02 <-0,01 <-0,01 <-0,01
Zerowa 0 10,18 10,24 10,24 10,24 10,24
Wyktadnicza -1,89 7,47 5,07 2,07 -3,68 -19,06
Beekman - Bowers 0 3,92 -1,81 -2,94 -1,68 22,96
Renyi 0 8,66 2,83 -4,08 -16,55 -45,04
(ﬁ;ﬁﬁ; 707 | 082 -0,02 008 | <001 0,02

Zrédto: opracowanie wlasne.

Dla podanych parametréw warto$¢ oczekiwana rozktadu wynosi:

0,10 0,90

EY=—01 * 75100

=3,2-108

Zakres kapitatu poczatkowego odpowiada zatem przedziatowi okoto: 3-150-krotno-
$ci wysokosci pojedynczej szkody z arbitralnymi punktami reprezentujgcymi kapitat
zaktadu ubezpieczen, w ktérych sukcesywnie odnotowywany jest zauwazalny spadek
kolejnych prawdopodobienstw ruiny. Subiektywna pozostaje analiza dopuszczalnego
btedu wzglednego dla réznych poziomoéw kapitatu poczatkowego - jego wrazliwosé jest
zmienna i uzalezniona od wynikéw bezwzglednego prawdopodobienstwa ruiny - gdy
jest ono niewielkie (ponizej 1%), wowczas bardzo tatwo o relatywnie duze odchylenia.
Analizujac tabele 7 i 8, mozna wysnu¢ kilka wnioskdéw: poza zerowym kapitatem po-
czatkowym aproksymacje Cramera-Lundberga oraz 4-gamma De Vyldera daly $wietne
rezultaty, o bledzie wzglednym nieprzekraczajacym w obie strony 1%. W przypadku
aproksymacji C-L wiadomo ponadto, Ze zbiega ona monotonicznie z lewej strony w gra-
nicy do doktadnego wyniku, a zatem zawsze bedzie ona minimalnie zaniza¢ rzeczywiste
wyniki, co moze pozwoli¢ na stosowanie czynnika skalujacego (szczegodlnie dla niskich
wartosci kapitatu poczatkowego), by jeszcze bardziej zblizac¢ sie do realnego prawdo-
podobienstwa. Dla duzych wartosci kapitatu poczatkowego metoda ta jest zdecydowa-
nie bezkonkurencyjna w przypadku mieszaniny rozktadéw wyktadniczych dla zastoso-
wanych parametréw. Z metod opartych na warunkowym rozktadzie catkowitej straty
maksymalnej, aproksymacja Beekmana-Bowersa réwniez daje bardzo zadowalajace
rezultaty, w kazdym przypadku pokonujac swoja uproszczong wersje — aproksymacje
Renyi. Metoda zerowa, w przeciwienstwie do aproksymacji Lundberga, daje doktadny
wynik przy zerowym kapitale poczatkowym, z systematycznym wzrostem btedu, ktory
zdaje sie by¢ zbiezny do konkretnej wartosci. Mozliwo$¢ oszacowania maksymalnego
mozliwego btedu danej techniki réwniez jest przydatna informacjg, a zatem metoda ta -
pomimo relatywnie duzych odchylen — moze stanowic ciekawy punkt odniesienia przy
innych warto$ciach parametrow.
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Tabela 9. Prawdopodobienstwa ruiny ze wzgledu na kapitat poczatkowy
i metode aproksymacji dla rozkladu gamma z parametrami a = 0,25, = 0,000003

u=0 u=10° | u=2-10° | u=3-10° | u=4-10°  u=5-10°

Wynik doktadny 0,8 0,3038 0,1212 0,0484 0,0193 7,71-1073
Cramer - Lundberg | 0,7602 0,3035 0,1212 0,0484 0,0193 7,71-1073
Zerowa 0,8 0,3194 0,1275 0,0509 0,0203 8,12-1073
Wyktadnicza 0,8110 0,3141 0,1216 0,0471 0,0182 7,06-1073
Beekman - Bowers 0,8 0,3018 0,1200 0,0483 0,0195 7,91-1073
Renyi 0,8 0,3063 0,1173 0,0449 0,0172 6,58 -1073
(Z_eggﬁﬁ;) 0,8 0,3038 0,1212 0,0484 0,0193 7,71-1073

Zrédto: opracowanie wiasne.

Tabela 10. Blad wzgledny dla danych w tabeli 9 (w %)

u=0 u=10° | u=2-10° | u=3-10° | u=4-10° | u=5-10°
Wynik doktadny 0 0 0 0 0 0
Cramer - Lundberg -4,98 -0,08 <-0,01 <-0,01 <-0,01 <-0,01
Zerowa 0 515 523 523 524 5,24
Wyktadnicza 1,38 3,40 0,37 -2,65 -5,57 -8,41
Beekman - Bowers 0 -0,64 -0,95 -0,24 1,00 2,59
Renyi 0 0,84 -3,22 -7,18 -10,98 -14,76
(Z_“’gﬂ‘:;) 0 0 0 0 0 0

Zrédto: opracowanie wtasne.

Dla rozktadu gamma z zastosowanymi w tabelach 9 i 10 parametrami warto$¢ ocze-
kiwana wysoko$ci szkody wynosi:

0,25

EY=—"10

=83 333, (3),

co przy zastosowanych wartosciach kapitatu poczatkowego daje zakres: 12-60-krot-
nosci wartosci pojedynczej szkody. Bezkonkurencyjng metodg jest w tym przypadku
aproksymacja 4-gamma De Vyldera, poniewaz przy wysokosci szkéd danych rozkta-
dem gamma otrzymujemy doktadnie te same warto$ci - nowy proces aproksymowany
rozkltadem gamma jest w istocie od poczatku rozktadem gamma, wobec czego oczywi-
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stym (i oczekiwanym) wnioskiem jest uzyskanie rownosci. Pozostate aproksymacje za-
chowujg sie bardzo podobnie jak w przypadku mieszaniny rozktadéw wyktadniczych
- Swietne przyblizenia daje znéw metoda C-L, prawie dwukrotnie zmniejszyt sie btad
uzyskiwany przy pomocy aproksymacji zerowej, bardzo dobrze radzi sobie réwniez
aproksymacja B-B, bedac wcigz przy kazdej wartosci kapitatu poczatkowego lepsza od
aproksymacji Renyi. Gdy rzeczywiste prawdopodobienstwo ruiny jest wieksze niz 2%,
w zasadzie wszystkie metody dajg akceptowalne wyniki, w sporadycznych przypad-
kach z btedem wzglednym przekraczajacym 5% - i to tylko w przypadku aproksyma-
cji Renyi (gdzie zalecane jest w przypadku wysokosci szkody danej rozktadem gamma
uzycie metody B-B) oraz aproksymacji zerowej, ktora jednak obcigzona jest systema-
tycznym btedem przeszacowania, mozliwym do korekty o odpowiedni czynnik skaluja-
cy w zwigzku ze zbieznoscig btedu wraz z rosngcym kapitatem poczatkowym.

2.2. Rozktady gruboogonowe - rozktad Pareto, rozktad lognormalny,
rozktad Weibulla, rozktad Burra

W przypadku rozktadéw gruboogonowych schemat prezentowania informacji pozo-
staje identyczny, zmianie ulega jednak punkt odniesienia na metode Pollaczka-Chin-
czyna, z uwagi na brak analitycznych wzoréw i niemozno$¢ wyznaczenia doktadnego
prawdopodobienistwa ruiny. Do wygenerowania wynikéw z uzyciem tej techniki za-
stosowano 50 blokéw po 50 000 symulacji (tacznie 2 500 000 symulacji) w kazdym
z omawianych rozktadéw wysokos$ci szkody. Ponizej przedstawione zostang wyniki
aproksymacji oraz btedy wzgledne dla wysoko$ci szkdéd danych rozktadami: Pareto,
lognormalnym, Weibulla oraz Burra. W kazdym przypadku wymagane sa dodatko-
we zaloZenia co do parametréw wyzej wymienionych rozktadéw, ktére beda gwa-
rantowac istnienie momentu odpowiedniego rzedu, by méc zastosowa¢ odpowiednie
aproksymacje i/lub spethmienie definicji grubego ogona. Niestety, metody oparte na
wspotczynniku dopasowania nie sg mozliwe do uzycia dla jakiegokolwiek rozktadu
z grubym ogonem, wobec czego ilo§¢ poréwnanych sposobdéw aproksymacji ulega
naturalnej redukcji o aproksymacje C-L oraz aproksymacje zerowa.

Tabela 11. Prawdopodobienstwa ruiny ze wzgledu na kapital poczatkowy i metode aproksyma-
¢ji dla rozktadu Pareto z parametrami «a = 4,2, = 10°

u=0 u=10° | u=2-10° | u=5-10° | u=10° | u=2-101°

Pollaczek - Chinczyn 0,8 0,4805 0,3115 0,095 0,0158 8,34-107*
Wyktadnicza 0,7575 | 0,5092 0,3422 0,1039 0,0142 | 2,68-10™*
Beekman - Bowers 0,8 0,4694 0,3104 0,1000 0,0168 | 5,36-10™*
Renyi 0,8 0,5152 0,3318 0,0886 0,0010 | 1,21-10™*

De Vylder (4-gamma) | 0,721 0,4680 0,3192 0,1036 0,0160 | 3,83-10™*

Zrédto: opracowanie wiasne.
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Tabela 12. Blad wzgledny dla danych w tabeli 11 (w %)

u=0 |u=10° | u=2-10° | u=5-10°  u=10° | u=2-10'°
Pollaczek - Chinczyn 0 0 0 0 0 0
Wyktadnicza -5,31 5,98 9,88 9,38 -9,75 -67,80
Beekman - Bowers <0,01 -2,30 -0,33 5,20 6,56 -35,68
Renyi <0,01 7,24 6,53 -6,71 -37,83 -85,53
De Vylder (4-gamma) -9,87 -2,60 2,48 9,06 1,35 -54,09

Zrédto: opracowanie wiasne.

Tabele 11 i 12 analizujg przyktad rozktadu Pareto z warto$ciami parametrow:
a =42, =10 warto$¢ oczekiwana wysoko$ci szkody wyniosta
42 10° _ 9

EY—W =1,31-10°.
Metoda C-L oraz aproksymacja zerowa nie sa mozliwe do uzycia z uwagi na fakt nie-
istnienia FGM; 4-gamma De Vylder wymaga z kolei skonczonego czwartego momen-
tu, stad przyjecie warto$ci powyzej 4 dla parametru ksztattu. Najlepiej wygladajaca
aproksymacja jest B-B, ktory dla jednocyfrowych wartos$ci prawdopodobienstwa ru-
iny niewiele przekraczat 5%-owa tolerancje btedu. Zadowalajgco radzi sobie réwniez
metoda 4-gamma De Vyldera. W analizie poréwnawczej z rozktadami lekkoogonowy-
mi btad wzgledny przy niskich prawdopodobiefistwach ruiny wzrasta bardzo wyraz-
nie, co wiecej ze wzgledu na niedostepno$¢ metody C-L nie dysponujemy narzedziami
pozwalajacymi pozby¢ sie (przynajmniej asymptotycznie) btedu szacunku. Z tego tez
wzgledu przy konieczno$ci badania ruiny na bardzo wysokim kwantylu prawdopo-
dobienistwa (np. dla dyrektywy Solvency II 99,5%) dla wysokosci szkody danej roz-
ktadem Pareto jedynym rzetelnym wskaznikiem jest metoda Pollaczka-Chinczyna,
aw dalszej kolejnosci (najprawdopodobniej) aproksymacja B-B.

Tabela 13. Prawdopodobienstwa ruiny ze wzgledu na kapital poczatkowy
i metode aproksymacji dla rozkltadu lognormalnego z parametrami u = 19, ¢ = 1,03

u=0 | u=10° u=2-10° | u=5-10° |u=10 | u=2-101

Pollaczek - Chinczyn | 0,7995 | 0,4631 0,2979 0,0907 0,0154 | 8,59-10*
Wyktadnicza 0,7511 | 0,4998 0,3327 0,0980 0,0128 | 2,18-10*
Beekman - Bowers 0,8 0,4576 0,2994 0,0944 0,0155 | 4,72-10*
Renyi 0,8 0,5068 0,3211 0,0817 0,0083 | 8,69-10*

De Vylder (4-gamma) | 0,7119 | 0,4568 0,3090 0,0980 0,0146 | 3,24-10*

Zrédto: opracowanie wiasne.
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Tabela 14. Blad wzgledny dla danych w tabeli 13 (w %)

u=0 | u=10° u=2-10° | u=5-10° |u=10" | u=2-101
Pollaczek - Chinczyn 0 0 0 0 0 0
Wyktadnicza -6,06 8,32 11,67 8,11 -16,74 -74,57
Beekman - Bowers 0,06 -1,19 0,52 4,03 0,68 -44.94
Renyi 0,06 9,44 7,80 -9,97 -45,79 -89,88
De Vylder (4-gamma) -10,95 -1,36 3,72 8,07 -5,11 -62,28

Zrédto: opracowanie wiasne.

W analizowanym przyktadzie rozktadu lognormalnego parametry wynosza:
u =19, 0 =1,03, co daje wartos¢ oczekiwang w rozktadzie réwng w przyblizeniu:
EY =~ 3 - 108, Por6wnanie wynikow w tabelach 13 i 14 generalnie prowadzi do po-
dobnych wnioskéw co dla rozktadu Pareto. Najlepszg metoda zdaje sie by¢ wcigz
aproksymacja B-B, ktéra na przedziale prawdopodobienstwa ruiny w zakresie:
2-80% daje bardzo stabilne i zadowalajace rezultaty, o btedzie wzglednym nie-
przekraczajacym 5%. Nieco stabiej, aczkolwiek wciaz satysfakcjonujaco, radzi sobie
roéwniez czteromomentowa metoda gamma De Vyldera - cho¢ po raz kolejny wida¢,
ze niedoszacowuje ona prawdopodobienstwa na poczatku przedziatu zmiennosci
kapitatu poczatkowego. Nie jest to jednak wada dyskwalifikujgca z uwagi na fakt,
ze w $cistym centrum zainteresowania sg niskie wartos$ci prawdopodobienstwa ru-
iny - i wyznaczenie poziomu sktadki dopuszczajacego wystapienie bankructwa na
bardzo niskim, ale realnym i akceptowalnym poziomie. Aproksymacja wyktadnicza
oraz Renyi zdajg sie przynosi¢ podobne rezultaty, z kilkukrotnie wiekszym btedem
od najlepszych metod w danym przyktadzie (B-B oraz 4-gamma De Vyldera). Po-
dobnie jak w przypadku rozktadu Pareto, w samym ogonie rozktadu, dla prawdo-
podobienstw ruiny rzedu czwartego miejsca po przecinku, wszystkie metody odno-
towujq istotny btad wzgledny, konsekwentnie zanizajac realne ryzyko bankructwa.
Z ostroznosciowego punktu widzenia nie powinny one by¢ zatem alternatywa dla
wskazan uzyskanych metodg Pollaczka-Chinczyna, a ewentualnie stanowi¢ dodat-
kowa informacje.
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Tabela 15. Prawdopodobienstwa ruiny ze wzgledu na kapitat poczatkowy
i metode aproksymacji dla rozkladu Weibulla z parametrami =1, = 0,5

u=0 u=>5 u=10 u=25 u=>50 u=100
Pollaczek - Chinczyn 0,8001 | 0,4854 | 0,2945 | 0,0658 | 0,0054 | 3,68-10°
Wyktadnicza 0,8323 | 0,4997 | 0,3000 | 0,0649 | 0,0050 | 3,07-10°
Beekman - Bowers 0,8 0,4852 | 0,2943 | 0,0657 | 0,0054 | 3,63-107°
Renyi 0,8 0,4852 | 0,2943 | 0,0657 | 0,0054 | 3,63-107°
De Vylder (4-gamma) 0,8 0,4852 | 0,2943 | 0,0657 | 0,0054 | 3,63-107°

Zrédto: opracowanie wiasne.

Tabela 16. Blad wzgledny dla danych w tabeli 15 (w %)

u=0 u=>5 u=10 | u=25 u=>50 u=100
Pollaczek - Chinczyn 0 0 0 0 0 0
Wyktadnicza 4,03 2,93 1,85 -1,33 -5,59 -16,46
Beekman - Bowers -0,01 -0,04 -0,06 -0,15 0,59 -1,32
Renyi -0,01 -0,04 -0,06 -0,15 0,59 -1,32
De Vylder (4-gamma) -0,01 -0,04 -0,06 -0,15 0,59 -1,32

Zrédto: opracowanie wiasne.

Rozktad Weibulla posiada ciezki ogon, gdy parametr ksztattu miesci sie w prze-
dziale (0,1). W rozwazanym przyktadzie parametry rozktadu wynosza odpowied-
nio: f =1 oraz 7 = 0,5, co determinuje warto$¢ oczekiwang réwna 2. Zestawienie
wynikéw w tabelach 15 i 16 silnie sugeruje, ze w zasadzie wszystkie oméwione
aproksymacje sg akceptowalne do zastosowania. Metody B-B, Renyi oraz De Vylde-
ra dajg niemal doktadne wyniki, btagd wzgledny w ich przypadku jest w zasadzie mi-
nimalny, co wiecej, nie widac¢ istotnych réznic miedzy zadna z wyzej wymienionych
technik. Aproksymacja wyktadnicza réwniez bardzo dobrze estymuje prawdopo-
dobienstwo na tle wynikéw wedtug algorytmu Pollaczka-Chinczyna, dopiero przy
prawdopodobienistwach ruiny rzedu trzeciego miejsca po przecinku btad wzgledny
wzrasta powyzej arbitralnie przyjetego progu 5%. Wszystkie z zaprezentowanych
metod poradzity sobie duzo lepiej niz w przypadku rozktadéw lekkoogonowych,
co rodzi pytanie o ewentualna przyczyne takiego zjawiska. Odpowiedzig moze by¢
podobienistwo miedzy rozktadem Weibulla, a rozktadem wyktadniczym przy za-
stosowanych w tabeli parametrach. Rozktad Weibulla, w zaleznosci od przyjetego
parametru ksztattu A, pozwala na uzyskanie szerokiej gamy rozktadéw: zblizonych
do normalnego (dla duzych 1), w przypadku A = 1 sprowadza sie on do rozktadu
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wyktadniczego, natomiast gdy A < 1, uzyskujemy grubszy ogon niz w wyktadniczym
przypadku, jednak dalej ogélny ksztatt i zachowanie rozktadu jest silnie zwigza-
ne z rozktadem wyktadniczym. Wszystkie metody aproksymacji w mniejszym/
wiekszym stopniu daza do upodobnienia rozktadu wysokosci szkody do rozktadu
wyktadniczego lub dopasowania odpowiedniej liczby momentéw, wobec czego in-
tuicyjnie rosngce podobienstwo sugeruje lepsze wyniki aproksymacji. Wart odno-
towania jest fakt, ze zauwazalne réznice wystepuja nawet pomimo tego, ze formal-
nie rozktad Weibulla z parametrem k = 0,5 jest rozktadem gruboogonowym, ktoéry
wydawac by sie mogto z natury rzeczy powinien by¢ trudniejszy do oszacowania
niz jakikolwiek rozktad o lekkim ogonie.

Ostatnim oméwionym rozktadem bedzie rozktad Burra z parametrami: @ > 0, 0 > 0,
7> 0. Rodzina rozktadéw Burra stanowi elastyczna grupe rozktadéw o grubych ogo-
nach. Do zastosowania metod opartych na trzecim i czwartym momencie konieczne
jest, by iloczyn parametréw « - o byt wiekszy niz 4. W analizowanym przyktadzie
wartos$ci wynosza odpowiednio: a = 2,5; 0 = 1,65; T = 8.

Tabela 17. Prawdopodobienstwa ruiny ze wzgledu na kapitat poczatkowy
i metode aproksymacji dla rozkladu Burra z parametrami a = 2,5, 6 =1,65, =8

u=0 u=>5 u=10 u=25 u=50 u=100

Pollaczek - Chinczyn 0,8000 | 0,4785 0,2933 0,0725 | 8,03-10°% | 2,08-10*

Wyktadnicza 0,8014 | 0,4984 | 0,3100 | 0,0746 | 6,94-1073 | 6,02-107°
Beekman - Bowers 0,8000 | 0,4740 | 0,2951 | 0,0748 | 7,99-1073 | 9,59-107°
Renyi 0,8000 | 0,4911 | 0,3015 | 0,0670 | 6,08-1073 | 4,62-10°°

De Vylder (4-gamma) | 0,7616 | 0,4757 | 0,3001 | 0,0756 | 7,58-1073 | 7,64-10-°

Zrédto: opracowanie wiasne.

Tabela 18. Blad wzgledny dla danych w tabeli 17 (w %)

u=0 u=>5 u=10 u=25 u=50 u=100

Pollaczek - Chinczyn 0 0 0 0 0 0
Wyktadnicza 0,17 4,17 571 2,95 -13,51 -71,02
Beekman - Bowers <-0,01 -0,93 0,64 3,27 -0,51 -53,80
Renyi <-0,01 2,64 2,81 -3,73 -24,24 -77,73
De Vylder (4-gamma) -4,81 -0,59 2,34 4,27 -5,53 -63,19

Zrédto: opracowanie wiasne.
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Wyniki przedstawione w tabelach 17 oraz 18 zdaja sie by¢ zbiezne z dotychczas
otrzymywanymi rezultatami. Nie sg one tak spektakularne jak w przypadku roz-
ktadu Weibulla, jednak wcigz mieszcza sie w akceptowalnych ramach tolerancji,
a ponadto wykazujg lepsze wtasciwosci niz w przypadku np. rozktadu Pareto czy
lognormalnego. Po raz kolejny najblizsze rzeczywistosci wyniki daje aproksymacja
B-B, co potwierdza, dlaczego obiegowo jest ona uznawana za ,najlepsze z najprost-
szych” przyblizen prawdopodobienstwa ruiny. Poza bardzo zadowalajgcymi rezul-
tatami jej zastosowanie nie ogranicza sie tylko do rozktadéw lekkoogonowych, wiec
niejako przechodzac do zbiorczego wyciagania wnioskéw na podstawie wszystkich
przeanalizowanych rozktadéw, wydaje sie, Ze jest to metoda polecana do uzycia
w pierwszej kolejnosci (jesli jest to tylko mozliwe ze wzgledu na skonczony trzeci
moment). Nieco nizej w rekomendacji plasujg sie aproksymacje De Vyldera oraz Re-
nyi, z numeryczng przewaga tej pierwszej z wymienionych, cho¢ nalezy pamietac,
ze w stosunku do Renyi wymaga ona istnienia kolejnych dwdch momentéw (trze-
ciego i czwartego), a zatem jej uzycie obwarowane jest dodatkowymi warunkami na
rozktad wysokosci szkody:.

Dla konkretnych zastosowan, w szczeg6lnosci lekkoogonowego rozktadu i wyso-
kiego kapitatu poczatkowego (w poréwnaniu do wartosci oczekiwanej pojedynczej
szkody), bezkonkurencyjna jest aproksymacja C-L. Dodatkowym atutem jest tutaj
takze deterministyczna znajomos$¢ kierunku popetnianego btedu. O ile w praktyce
wysoki kapitat poczatkowy jest zatozeniem bardzo czesto spetnionym, o tyle brak
mozliwosci aplikacji dla gruboogonowych rozktadéw stanowi do$¢ powazny man-
kament tej aproksymacji. Doda¢ jednak nalezy, Ze (poza nielicznymi wyjatkami)
wiekszo$¢ metod dawata przyzwoite rezultaty, przynajmniej w do$¢ rozsadnych
granicach zmienno$ci rzeczywistego prawdopodobienistwa ruiny, nieprzekraczajg-
cego 2-5%. Z punktu widzenia sprawozdawczosci jest to jednak zbyt niski poziom
ufnos$ci i wgtebianie sie w coraz dalsze kwantyle nieuchronnie zmniejsza mozliwo-
$ci kontroli btedu wzglednego przy niemal wszystkich aproksymacjach.

Warto tez na koniec odnies$¢ sie do wynikéw podobnych analiz jako$ci metod aprok-
symacji prawdopodobiefistwa ruiny (Grandel, Segerdahl 1971; Grandell 2000;
Burnecki, Mista, Weron 2005a). Analizy wskazuja na relatywnie wysoka jakos$¢ do-
pasowania aproksymacji de Vyldera i Beekmana-Bowersa, co jest spdjne z wnio-
skami wyciagnietymi w niniejszym artykule. Wiecej uwagi aproksymacji de Vyldera
poswiecono rowniez w (Burnecki, Mista, Weron 2005b), przedstawiajac metode
aproksymacji oparta na pierwszych czterech momentach, jako udoskonalenie tra-
dycyjnej wersji. Wersja oparta na czterech momentach zostata réwniez wykorzy-
stana w niniejszym artykule. Szerokiego poréwnania metod aproksymacji dokona-
no réwniez w (Burnecki, Mista, Weron 2005c), gdzie zastosowanie aproksymacji
de Vyldera (w tym wersji opartej na czterech momentach), obok miedzy innymi
aproksymacji Beekmana-Boewersa prowadzito do relatywnie najmniejszych bte-
dow. W tym kontek$cie wyniki otrzymane w niniejszym artykule pozostaja spdjne
z wynikami otrzymanymi wcze$niej przez innych badaczy.
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2.3. Ocena mozliwos$ci wykorzystania réznych metod aproksymacji

W artykule zaprezentowano rézne metody aproksymacji prawdopodobienstwa
ruiny oraz przeprowadzono analize jakos$ci tych aproksymacji. Odrebna kwestia
pozostaje mozliwo$¢ ich wykorzystania przez zaktady ubezpieczen w swojej dzia-
falnosci. Jednym z obszaréw zastosowania jest taryfikacja, gdzie sktadka ubez-
pieczeniowa jest definiowana w taki sposéb, zeby prawdopodobienstwo ruiny
nie przekraczato ustalonego poziomu. Dysponujac zatozeniami na temat procesu
pojawiania sie szkéd (zaréwno rozktad liczby szkéd w okresie czasu, jak i rozktad
wielko$ci pojedynczej szkody), zaktad ubezpieczen moze wykorzysta¢ zapropo-
nowane metody aproksymacji tak, aby mozliwie najbardziej precyzyjnie ustali¢
sktadke powigzang z ustalonym prawdopodobienistwem ruiny. Jako$¢ dopasowa-
nia odgrywa tu kluczowa role, gdyz niedoszacowanie prawdopodobienistwa ruiny
moze prowadzi¢ do sytuacji braku wyptacalnos$ci zaktadu, przeszacowanie z kolei
zmniejsza przewage konkurencyjna. Oczywiscie ze wzgledu na mnogo$¢ produk-
tow ubezpieczeniowych, zmienno$¢ warunkéw ekonomicznych, zachowania klien-
tow, ograniczen regulacyjnych i wielu innych czynnikéw, mozliwosci zastosowania
teorii ruiny moga by¢ ograniczone. Niemniej jednak praktyczna przydatnos¢ tego
rodzaju analiz moze pojawic sie przy analizach poréwnawczych, np. na pewnych
etapach rozwoju oferty ubezpieczeniowej, przy poréwnywaniu ré6znych wariantow
potencjalnej oferty. Drugim obszarem zastosowania metod aproksymacji jest osza-
cowanie prawdopodobienstwa ruiny dla istniejagcego portfela uméw ubezpiecze-
nia. Wysoka warto$¢ tego prawdopodobienistwa moze oznacza¢, ze zaktad narazony
jest na nadmierne ryzyko ubezpieczeniowe i moze rozwazac podjecie dziatan, ktére
pozwola to ryzyko zmniejszy¢ (np. reasekuracja). Zastosowanie teorii ruiny oraz
aproksymacji de Vyldera w modelu dwuwymiarowym (z uwzglednieniem reaseku-
racji) omawiaja szerzej K. Burnecki, M. Teurle, A. Wilkowska (Burnecki, Teuerle,
Wilkowska 2019). Teorie ruiny mozna réwniez wykorzysta¢ w celu optymalizacji
polityki wyptacania dywidend oraz osadzi¢ szerzej w kontek$cie wymagan rezimu
Wyptacalno$¢ 11 (Loisel, Gerber 2012). W tym konteks$cie mozna przedefiniowac
model tak, aby ruina zachodzita w momencie, gdy wskaznik pokrycia SCR (stosu-
nek Srodkéw wiasnych do kapitalowego wymogu wyptacalnosci) spada ponizej
100%. Mimo, iz nie oznacza to bankructwa zaktadu ubezpieczen, to jest to sytu-
acja niekorzystna, poniewaz zaktad nie ma wystarczajacych srodkéw, aby zapewnic
utrzymanie prawdopodobienstwa niewyptacalnos$ci w horyzoncie jednego roku na
poziomie ponizej 0,5%.

Niezaleznie od celu zaktadu ubezpieczen doktadne wyznaczenie prawdopodobien-
stwa ruiny moze nie by¢ mozliwe i dlatego niezbedne jest wykorzystanie aprok-
symacji. W przypadku rozktadéw lekkoogonowych dobrg jako$¢ dopasowania dla
niskich warto$ci prawdopodobienstwa ruiny otrzymujemy w przypadku zastosowa-
nia aproksymacji Cramera-Lundberga lub aproksymacji de Vyldera. Dla rozktadow
gruboogonowych lepsza okazuje sie aproksymacja Beekmana-Bowersa. Decyzja
zaktadu o wyborze odpowiedniej metody bedzie wiec zalezata od tego, czy w przy-
padku konkretnej umowy ubezpieczenia spodziewa sie on rozktadu lekko- czy
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gruboogonowego. Parametry niezbedne do zastosowania aproksymacji, w szcze-
gblnosci momenty rozktadu wielko$ci pojedynczej szkody, mozna oszacowac na
podstawie danych historycznych. Wazna kwestig pozostaje tez ustalenie graniczne-
go prawdopodobienistwa ruiny. Do$¢ naturalnym wyborem moze by¢ poziom 0,5%,
gdyz odpowiada on metodzie wyliczenia kapitatowego wymogu wyptacalnosci
(SCR) wg dyrektywy Wyptacalnos¢ II. Nalezy jednak zwréci¢ uwage, ze wymaog ten
odpowiada wartosci narazonej na ryzyko dla catego zaktadu w horyzoncie jednego
roku, co nie jest spdjne z oszacowaniem prawdopodobienstwa ruiny dla konkretnej
grupy umow ubezpieczenia w horyzoncie nieskoniczonym. Mozna jednak rozwazy¢
zastosowanie aproksymacji w celu oszacowania prawdopodobienstwa ruiny w ho-
ryzoncie skonczonym, np. w perspektywie jednego roku. Mozna réwniez, jak zazna-
czono wczesniej, wykorzysta¢ model, w ktérym ruine oznacza spadek wskaznika
pokrycia SCR $rodkami wiasnymi ponizej 100%, co pozwoli zaktadowi ubezpieczen
na pewnego rodzaju projekcje wymagan rezimu Wyptacalnosc¢ Il na przysztos¢i od-
powiedz na pytanie, jakie jest ryzyko niespetnienia wymogu pokrycia SCR $srodkami
wtasnymi w dtugim horyzoncie czasowym.

Podsumowanie

W artykule zaprezentowano podstawy teoretyczne teorii ruiny, przedstawiono mo-
del klasyczny i doktadne wyniki dla wybranych rozktadéw prawdopodobienistwa
wysokosci pojedynczej szkody (tam, gdzie prawdopodobienistwo ruiny moze zosta¢
obliczone doktadnie w sposéb analityczny) oraz przeanalizowano jako$¢ dostep-
nych metod aproksymacji dla wybranych rozktadéw (zaréwno lekko- jak i grubo-
ogonowych), w zalezno$ci od wartosci parametréw opisujacych proces nadwyzki.

Na jako$¢ aproksymacji wptyw ma wiele czynnikow, sposréd ktérych jednym z klu-
czowych, pozostajacych pod kontrolg zaktadu ubezpieczen, jest poziom nadwyzki
poczatkowej. W zaleznosci od tego poziomu rézna moze by¢ jako$¢ metod aprok-
symacji, mierzona jako réznica pomiedzy oszacowanym, a rzeczywistym prawdo-
podobienstwem ruiny (wraz ze wzrostem wysokosci nadwyzki poczatkowej abso-
lutne btedy aproksymacji maleja, co wiaze sie ze spadkiem prawdopodobienstwa
ruiny, btedy wzgledne ulegaja jednak zwykle wzrostowi). W przypadku rozktadow
lekkoogonowych najnizsze wzgledne btedy szacunku zaobserwowano dla aproksy-
macji Cramera-Lundberga (ktéra na tle innych rozwazanych metod mozna uznaé
za stosunkowo uproszczong) oraz aproksymacji de Vyldera (ktéra ma najbardziej
ztozong postac sposréd analizowanych metod aproksymacji). W przypadku rozkta-
dow gruboogonowych przewage ma aproksymacja Beekmana-Bowersa, chociaz
wzglednie niskie btedy zaobserwowano rowniez dla aproksymacji de Vyldera. Me-
tody te stanowig ogolnie dos¢ dobre przyblizenie rzeczywistego prawdopodobien-
stwa ruiny i z powodzeniem mogg by¢ wykorzystywane w obliczeniach zaktadu
ubezpieczen.
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Mimo, Ze teoria ruiny jest przede wszystkim konceptem teoretycznym utatwiaja-
cym zrozumienie ryzyka na jakie narazony jest zaktad ubezpieczen, daje sie ona
zastosowac do kwantyfikacji ryzyka na potrzeby zarzadzania ryzykiem, moze réw-
niez stuzy¢ jako narzedzie wspomagajace w kalkulacji sktadek ubezpieczeniowych
(woéweczas celem jest ustalenie sktadki na takim poziomie, aby prawdopodobienstwo
ruiny nie przekroczyto ustalonej wartosci krytycznej). Nie sposdb rowniez poming¢
swoistych interakcji pomiedzy teorig ruiny a wymaganiami rezimu Wyptacalnos¢ I1.
Przy zdefiniowaniu ruiny jako sytuacji, w ktérej wskaznik pokrycia SCR srodkami
wiasnymi spada ponizej 100%, zaktad ubezpieczen otrzymuje ciekawe narzedzie
do analizy wyptacalnos$ci w dtugim horyzoncie czasowym (wychodzac poza ramy
jednego roku zdefiniowane przy wyliczaniu kapitatowego wymogu wyptacalnosci).
We wszystkich tych obszarach doktadne obliczenie prawdopodobienstwa ruiny
moze okazac sie niewykonalne i konieczne sg aproksymacje. Teoria ta moze tez by¢
stosowana w takich obszarach pozaubezpieczeniowych, jak np. wycena opcji (Ger-
ber, Shiu 1999). Zrozumienie metod aproksymacji ruiny, ich jako$ci oraz ograniczen
pozwala efektywniej wykorzystac teorie ruiny do analizy rzeczywistych procesow
szkodowych w zaktadzie ubezpieczen i w innych obszarach, w jakich teoria ta ma
zastosowanie.
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